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定理的檢驗 

一個天真無邪的小精靈看到了上期的「愛你」之謎，以為此謎實在簡單不

過！立刻擬了一個信心十足的完美步驟，希望能一舉破解成功。這兒就是他的

法寶： 

．第一步：將他所有的字串（此時只有一個「愛我」，分別應用四條規則

來產生新字串。此時，他擁有的新字串是：「愛我你」、「愛我我」。 

．第二步：將他所有的字串（「愛我」、「愛我你」、「愛我我」），分

別應用四條規則來產生新字串。此時，新字串是：「愛我我你」、「愛我你我

你」、「愛我我我我」。 

．第三步：將他所有的字串（是些什麼？），分別應用四條規則來產生新

字串。此時，新字串。 

 

  準此以降，每一個「愛你我」系統能產生的定理，遲早總會出現的吧！他

頑皮的說：就這樣一直做下去，等到「愛你」出現了，就證明它是定理。如果

它永不出現，那麼，它就不是定理。 

  這未免太天真些了吧？雖說神仙無歲月，不在乎如失流年，也不能沒完沒

了地這樣做下去呀！所以這類型的定理檢驗方法不能算做判定程序。換言之，

鑑別字串是否是定理的判定程序必須是有限的步驟、保證可停的方法。 
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無論如何，尷尬的小精靈沒能破解這個謎。坦白說，此謎不易解。以下，

且讓我們先看另一個字串之謎，並增加一些對制式系統的了解以後，再回頭來

討論。 

 

「風馬牛」系統 

這個謎的名字叫「風馬牛」系統，它只用了三個字─風、馬、牛。為了避

免像在「愛你」之謎中無法找到判定程序的尷尬情形，我們一開始就把公理的

特性界定清楚： 

  ．定義：任何合於「Ｘ馬風牛Ｘ風」形式的字串均為公理。此中Ｘ表示任意長

度只「風」字的字串。 

  由此定義，公理的特性非常清楚。換言之，此定義亦表明了公理的判定程

序。根據此定義，此系統有無窮多個公理。 

 

    此系統只有一條產生規則： 

  ．規則：令Ｘ、Ｙ、Ｚ表示三個只含「風」字的字串，若「Ｘ馬Ｙ牛」是一定

理，則「Ｘ馬Ｙ風牛Ｚ風」亦為一定理。 

   例如：令Ｘ為「風風」，Ｙ為「風風風」，Ｚ為「風」。 若「風風牛風風風

牛風」為一定理。則「風風馬風風風風牛風」亦為一定理。像這樣的系統，你

能找出判定它定理的程序嗎？請先試試再看下文。 

 

柳暗花明 

假設你試過了，你一定發現在「風馬牛」系統中的字串裡有許多「風」

字，它們被「馬」和「牛」分成三段，而「馬」和「牛」各只出現一次，並且

是「馬」在「牛」前。這現象排除了許多其他組合的字串成為定理的可能，也

提供了很好的線索來設計判定程序。 
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如果你仔細觀察，會發現在此系統中所有的字串前二串「風」字數目之和

等於第三串「風」字的個數！例如：「風風馬風風牛風風風風」是一定理，因

為２┼２＝４。當然，這是可以證明的（此證不難，你不妨試試）。據此，此

系統之判定程序已解出來了。 

  這答案以乎是突然冒出來的。其實，如果你用「┼」取代馬，「＝」取代

牛，再從頭看看此「風馬牛」系統就會恍然。 

 

比得？ 

    在前期中，曾建議將「愛你我」系統改作「咬人狗」系統來觀察。相信你對

這二種不同的表示方式會有不同的感受。在上面的例子裡，若我們做下列的轉

換： 

           馬<=========>+ 

           牛<=========>= 

           風<=========>1 

         風風<=========>2 

   風風風<=========>3 

                 等等 

 

  你將發現「風馬牛街系統事實上就是一個兩個整數的加法系統鄉我們稱這

兩個系統為同結構（ isomorphism ）的關係鄉同結構體的觀念在科學研究中常

常用到鄉像上面的例子， 我們就用它來詮釋「風馬牛」系統的物理意義。 

  在日常生活中，也常用到同結構體的觀念，而將寓意延伸。譬如以兩虎相●

必有一傷，來比喻一件爭奪的事件和可能的後果。又如：螳螂捕蟬，黃●在後等

等均是。用口語來說，這種用法便是比方，而我們不時也見到些「比不得」的

臉紅局面。 
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  談到這兒，我們可以了解，由於同結構的關係而導致系統意義的延伸，而

且此現象不僅在制式系統中有，在日常生活上也用，可是此二者之間，還是有

差別的。在制式系統中（或是其他的學科裡），同結構形體的認定，必須經過

嚴格證明。譬如：「風馬牛」系統與二位整數加法系統之間，其元素必須互相

一一對應，而兩個少統的運作規則也必須一一對應，才能證明此二系統是同結

構體。證明是同結構體後，才能將各系統所推導出的特性或是意義，延伸到另

一系統上去。 

  可是日常生活中的比方，就沒有這麼嚴謹，而且不易定義什麼是同結構體

的條件。通常，比方的條件是由較高層次對事物的「理解」而來，摘其重要的

特徵，取其相似之處作為依據，因此就難免有主觀和感性的因素在內。也正如

此，常導致對事務認知不同而有「比得」與「比不得」之爭執。我們稱這類型

的同結構特性為高層次的，而制式系統中的為低層次，這是以人類智慧層面作

參考的分法。由另一角度來看，比方是測試聰明智慧是絕佳方法，我國古代的

八股舉試；選拔出的人才都是聰明絕頂的，其根據的重點之就是「比方」的能

力。 

 

制式系統的詮釋 

  在制式系統裡，以其同結構體來詮釋其意義是很重要的特性。許多制式系

統的特性經由此詮釋而豁然明朗。對一個意義不太清楚的制式系統，一旦找到

一個同結體來解釋，真有如一聲霹靂，震散滿天陰霾。由另一個角度看，制式

系統是一個抽象的結構，它代表著某一類型系統的共同特徵。這就是它可愛、

有趣和有威力的地方。當然，像「愛你我」系統這樣的個案，若於找不到我們

熟知的同結構體來做進一步的了解，也的確令人苦惱． 
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  制式系統的詮釋是只能被動的。譬如：雖然２┼２┼２＝６；可是「風風馬

風風馬風風牛風風風風風風」就不是在「風馬牛」系統中的一個定理。這說明

了什麼是「被動式」的詮釋，其理不難明白。 

   一個制式系統也可能有許多不同的詮釋。譬如：若將「風馬牛」系統作下

列的對比： 

   「馬」<=====>「二」 

   「牛」<=====>「右列中扣除」 

   「風」之轉變與上例相同 

   也是可以的。可是其詮釋就不同了。 

 

比不得！ 

  談到這兒，引起一個有趣的問題：我們能不能將宇宙中所有實體的現象，

都用些制式系統來表示呢？粗看之下，似乎是可以。試想，宇宙間一切實體都

是由基本粒子組成，而這些粒子的行為又都膺服物理學上的「制式規則」。因

此，粒子每一瞬間的行為都存有固定的因果關係，而唯一的公理就是宇宙誕生

時那一瞬間的狀態。照這樣推測下來，這豈不是一個未來命運都定好了的

（determinictic）宇宙嗎？該不是這樣的吧？那麼問題出在那兒？ 

   若我們不談以上那麼大且近乎哲學的問題，就以數學來說吧。我們能用制

式系統來作為某些數學系統的模式嗎？如果我們不是對這友數學百分之百了解

的話，我們能這樣做嗎？如果我們研究制式系統的目的，是為了在此學科中增

加些新的了解，那麼，除非我們能證明同結構體是百分之百的全等，否則我們

又怎麼能證明每一個定理的詮釋都是正確的？而且，如何證明同結構體是百分

之百的全等呢？均將有助於對科學的了解。 

  由同結構的關係而導出一個系統延伸的意義，是很重要的觀念。一般在學

的朋友常常很有本領推導公式，可是一但涉及數學（或某種抽象表達法）的物
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理意義即望而怯步，這實在是求學上的障礙。希望本文能提供你一個新的思考

方式，在你的思考的清流裡注入一束源頭活水。 


